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Introduccion

Una pregunta frecuente de los estudiantes de un curso de calculo integral, cuan-
do se encuentran con las técnicas de integracion, es ;CoOmo saber qué cambio
de variable funciona para calcular una integral? Y mas aun, con la Técnica de
Integracion por sustitucion Weierstrass, la pregunta natural es ¢ Por qué funcio-
na? ;ComMo se me va a ocurrir ese cambio? La respuesta a estas interrogantes
se explora en esta investigacion, al buscar las conexiones con otras areas de la
mMatematica, como lo son la Geometria, el Algebra y en particular la geometria
sobre cierto tipo de curvas. El objetivo es describir el origen de los cambios de
variable para el cédlculo de integrales indefinidas o definidas y su conexién con la
geometria de curvas.

Preliminares

Intuitivamente, una curva es un objeto geométrico que localmente puede verse
como un intervalo de la recta real, es decir, una variedad diferenciable de dimen-
sion 1.

dx
En la teoria de integracion de una variable, el COSK

integrando puede convertirse

- . . X . .
en una funcion racional haciendo u = tan 5 — 7 < x <z elcualimplica, que las
1 —u?
1+ u?

se convierte en una

funciones sinx, cosx y el diferencial dx pueden convertirse en cosx =

2u dx

sinx =———vydx = y al hacer la sustitucion, J
14+ u? 14 u? cosx

funcion racional en la variable U, obteniendo asi

dx X X
J =In|l—-tan—|+In|1+tan—|+ C donde C es una constante real. Este
cosx 2 2
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cambio es conocido como la Sustitucion Weierstrass y su ventaja es que convierte
una funcion f(cosx,sinx), en una nueva funcién f(u) de tipo racional, la cual se
espera sea mas sencilla de calcular. Para mas detalles, ver [1] o bien [3].

Geometria tras la sustitucion Weierstrass

El cambio de sustitucion Weierstrass proporciona una herramienta para el cal-
culo de integrales con funciones racionales que involucran alguna combinacion
de funciones trigonomeétricas, por tanto, resulta natural preguntarse:

¢Cual es la conexidn algebraica entre el cambio y la circunferencia?

La conexién algebraica viene de la ecuacion X" + Y" = Z" n es un nUdmero natu-
ral mayor o igual que 2, particularmente, de la blUsqueda de soluciones enteras
a dicha ecuacion o equivalentemente, de la busgueda de soluciones racionales
a la ecuacion x"+y" =1, ecuaciones que no tienen solucién segun el Ultimo
Teorema de Fermat, n > 3 y que Andrew Wiles demostré en 1995. Paran =2y
considerando la siguiente configuracion:

se obtienen las relaciones

1—1¢2
X =cosl = X
1+
2t
y =sinf =
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Las relaciones anteriores proporcionan, para algun ndmero racional t, un punto
con (x,y) componentes racionales en la circunferencia unitaria. Para curvas en
general de la forma ax"+by" =1 con n > 3, aunque el proceso de construc-
cion de un cambio racional es similar, la busqueda de soluciones enteras y ra-
cionales para este tipo de curvas aun no se ha comprendido por completo. Para
mas informacion, ver [2].

Conclusiones y perspectivas

El cambio por sustitucion Weierstrass proporciona una herramienta para el cal-
culo de integrales con funciones racionales que involucran alguna combinacion
de funciones trigonomeétricas, por tanto, resulta natural preguntarse:

1. ¢Cual es la conexion algebraica entre un cambio de variable y una cur-
va en general?

2. Al realizar el cambio de sustitucion Weierstrass y calcular alguna inte-
gral, el valor de la integral en si se esta calculando a lo largo de los pun-
tos racionales de una curva cerrada simple (Curva de Jordan), por tanto
;Qué otro tipo de integrales pueden evaluarse mediante los cambios
similares o sobre los puntos racionales de ésta?

3. iExisten cambios similares al de la sustituciéon Weierstrass para otro
tipo de curvas, no necesariamente una curva de Jordan?
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