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Resumen

El proceso de ensenanza-aprendizaje de asig-
naturas de contenido matematico sofisticado como el
Método del Elemento Finito (MEF) involucra desafios
tales como una elevada abstraccion de conceptos, tra-
ducciones complicadas a lenguajes de computadora,
retos importantes en la visualizacion de fendmenos
fisicos y sus representaciones discretas, entre otros;
conviene entonces apoyarse en estrategias didacticas
innovadoras que promuevan la comprension y asimi-
lacion significativa de los contenidos por parte de los
estudiantes. En este trabajo proponemos un enfoque
interactivo a través de una herramienta computacio-
nal como apoyo para dicho proceso, con énfasis en el
acompanamiento para facilitar la comprension con-
ceptual v a la vez invitar a la participacion activa me-
diante retroalimentacién continua durante el estudio,
permitiendo manipulacion de parametros, visualiza-
cion y simulacion de sus resultados, facilitando asi el
descubrimiento dinamico de los principios de MEF.
Se toma como caso de aplicacion el MEF por ser don-
de confluyen importantes vertientes tedricas y practi-
cas ademas de que su implementacion en programas
caseros conduce a retos de dificultad moderada. Se
describe brevemente la teoria matematica subyacen-
te al MEF junto con la metodologia empleada para su
desarrollo aunado a la arquitectura del sistema. Como
resultado se perciben los beneficios que ofrece esta
propuesta para el estudio de contenidos complicados
tanto en el salon de clase, donde el docente puede
ofrecer ejemplos variados a sus alumnos siguiendo
un temario, como extraclase, ya que permite explorar
ideas a ritmo propio y descubrir patrones que pudie-
ran haber quedado ocultos en una primera aproxi-
macion a los temas brindando ademas una referen-
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cia ajustable para orientar implementaciones propias
que suelen encargarse en cursos como los del MEF.

Palabras clave — ensefianza-aprendizaje, elemen-
tos finitos, métodos numeéricos, interactivos.

Abstract

The teaching-learning process of subjects with
sophisticated mathematical content such as the Fini-
te Element Method (FEM) involves challenges such
as a high degree of conceptual abstraction, complica-
ted translations into computer languages, and signi-
ficant challenges in visualizing physical phenomena
and their discrete representations, among others. It is
therefore appropriate to rely on innovative teaching
strategies that promote students’ understanding and
meaningful assimilation of the content. In this work,
we propose an interactive approach through a com-
putational tool to support this process, with an em-
phasis on support to facilitate conceptual unders-
tanding while inviting active participation through
continuous feedback during the study. This approach
allows for parameter manipulation, as well as visua-
lization and simulation of results, thus facilitating
the dynamic discovery of FEM principles. The FEM
is chosen as a case study because it is a place where
important theoretical and practical aspects converge,
and its implementation in home programs leads to
challenges of moderate difficulty. The mathematical
theory underlying the FEM is briefly described, along
with the methodology used for its development and
the architecture of the system. As a result, the benefits
this proposal offers for the study of complex content
are evident, both in the classroom, where teachers
can offer varied examples to their students following
a syllabus, and outside of class, as it allows students
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to explore ideas at their own pace and discover pat-
terns that might have been hidden in a first approach
to the topics. It also provides an adaptable reference
to guide individual implementations, which are often
required in courses such as those on the FEM.

Keywords — learning-teaching, finite elements, nu-
merical methods, interactive.

I INTRODUCCION

En un curso de MEF que tenga por objetivo lo-
grar que el estudiante produzca su propia implemen-
tacion se hara evidente que es necesario contar con
una referencia que permita decidir si el trabajo va por
buen camino debido a la gran cantidad de calculos in-
volucrados; éstos necesitan mucho espacio enlibros o
pizarrones para dar a entender los pasos ylos compo-
nentes de las matrices locales o su ensamblaje en una
matriz global. Si finalmente todos esos ingredientes
seran volcados a la computadora, toma sentido que
sea la misma la que sirva para explicar los detalles y
brindar ayuda oportuna para el desarrollo de la imple-
mentacion propia. Ademas, los ejemplos escritos en
libros siempre son los mismos y esto necesariamen-
te deja sin tratar detalles o situaciones que pudieran
surgir al intentar llevar la teoria a la practica. Esto con-
duce a proponer un marco de trabajo que permita la
exposicion de temas de manera flexible resultando
asi pertinente el enfoque del aprendizaje interactivo
con las ventajas que ofrece.

A. Aprendizaje interactivo

El aprendizaje interactivo es un enfoque educa-
tivo que pone al estudiante en el centro del proceso,
lo que lo conduce a ser proactivo, critico y reflexivo;
en lugar de recibir pasivamente la informacion, el es-
tudiante interactua con el contenido, el docente y sus
comparneros, lo que potencia la comprension, la mo-
tivacion y el pensamiento critico. Algunas de las habi-
lidades que se potencian a través de este enfoque son
la resolucion de problemas, la toma de decisiones, la
colaboracion y la comunicacion, el uso de tecnologias
de la informacidn, la autonomia y la metacognicion.
El concepto de un enfoque interactivo computacio-
nal para el apoyo de la ensefanza-aprendizaje se
fundamenta en la idea de transformar la experiencia
educativa, haciendo que el aprendizaje sea activo,
significativo y adaptativo. En este contexto, el objeti-
vo principal es disefiar herramientas y entornos digi-
tales que faciliten la comprension de temas comple-
jos, como el MEF, sin que la herramienta se convierta

simplemente en un “reproductor” de informacion,
sino en un soporte dindmico que acomparie y orien-
te al estudiante en su proceso de descubrimiento y
consolidacion del conocimiento. La posibilidad de
manipular parametros de simulaciones y representar
visualmente procesos o resultados sin demoras entre
los estimulos y las reacciones es una de las grandes
ventajas de un enfoque computacional interactivo ya
que refuerzan la conexion entre teoria y practica. En
el caso del MEF, visualizar la discretizacion del domi-
nio, el comportamiento de los elementos en respues-
ta a diferentes condiciones de contorno, o la varia-
cion de esfuerzos y tensiones, permite que conceptos
abstractos se conviertan en experiencias tangibles.
La capacidad de experimentar en un entorno con-
trolado y seguro potencia la comprension y el interes,
haciendo que el aprendizaje sea mas intuitivo ya que
hay una participacion activa en la construccion del
conocimiento. Extensiones de este enfoque hacia el
aprendizaje colaborativo y basado en proyectos re-
ducen mas la distancia entre el “saber” y el “hacer”.
Lo que se ensefia puede evolucionar, pero la moda-
lidad de aprendizaje debe mantenerse centrada en el
estudiante, siendo flexible e interactiva con miras en
la mejora de la capacidad de adaptarse a diferentes
contextos y niveles de complejidad para dejar de de-
pender exclusivamente de la especificidad de un con-
tenido fijo. Cambiar como se ensena y se aprende el
MEF con el apoyo de la tecnologia tiene el potencial
de llevar mas lejos los alcances de un curso que posi-
blemente emplea la mayor parte del tiempo en desci-
frar la notacion y traducirla torpemente en programas
de coOmputo en vez de fomentar la experimentacion
y la resolucion de problemas reales. Una herramienta
educativa con capacidad para transformar la expe-
riencia de aprendizaje simplificando la exposicion de
conceptos complicados mediante experimentacion
interactiva y personalizada es valiosa por atender las
necesidades actuales de la educacion superior.[1][2]

[31[4][5][6][7]

IL. METODOLOGIA

A. Arquitectura del sistema

La herramienta educativa estda montada en una
pagina web mediante una combinacion de las tecno-
logias [8] HTML, CSS y Javascript y se puede visua-
lizar en cualquier navegador web compatible. Esto
significa que se puede usar desde dispositivos mo-
viles tales como tabletas o teléfonos smartphone asi
como desde computadoras de escritorio y portatiles.
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La pagina web no depende de un servidor web, esto
permite usarla en situaciones que no requieran de
almacenamiento; entonces se puede tener como un
archivo que se puede cargar en el navegador web me-
diante el mecanismo de arrastrary soltar sobre la ven-
tana del navegador o escribiendo en la barra de direc-
ciones del navegador web su ubicacion en el sistema
de archivos local. Por otra parte, también se cuenta
con un programa de apoyo escrito en el lenguaje PHP
que suele ser lanzado a ejecucion por servidores web
debidamente configurados para este proposito; esto
permite almacenar para uso posterior distintos esce-
narios conformados por geometrias, topologias, pro-
piedades de los materiales, asignaciones de los mate-
riales a los distintos elementos, condiciones Dirichlet
o Neumann, tipo de solver, cantidad de iteraciones o
tolerancias de error; una vez almacenados se puede
cambiar de uno a otro sin dificultad permitiendo asi
hacer comparaciones que pudieran servir para dar
lecciones donde resulten relevantes los contrastes. Se
emplea la tecnologia MathJax[9] para el despliegue
en el navegador web de simbolos matematicos escri-
tos en lenguaje tipografico LaTeX, mientras que los
dibujos, figuras y graficos se proyectan sobre elemen-
tos CANVAS de HTML. Se usan los medios provistos
por el navegador para entrada de datos por medio de
teclado, mouse y sensores téactiles (en donde estén
disponibles). Los cadlculos se realizan internamente y
se comunican los distintos modulos por medio del es-
quema de escucha de eventos, que constituye el nu-
cleo dela interactividad. Los eventos son todas las ac-
ciones que ocurren y a las que los componentes de la
pagina web reaccionan, tales como carga o descarga
de elementos, entradas o salidas de las areas de enfo-
que por medio de dispositivos periféricos (por ejem-
plo, cuando el puntero del mouse entra o sale o pasa
por encima de un dibujo), activacion o desactivacion
de componentes (por ejemplo, al pulsar un botéon de
una pagina web), desplazamiento vertical u horizontal
en el despliegue de la pagina web, entre otros.

Una de las ventajas de usar las tecnologias web
mencionadas es que se puede modificar el contenido
mostrado en pantalla sin tener que recargar la pagina
web, dando la ilusion de que la pagina web se estu-
viera editando a si misma. Esto permite que el conte-
nido tenga un sabor dinamico y responda a las nece-
sidades que requiera cada situacién. Concretamente,
en una exposicion de un tema se puede presentar
inicialmente un contenido genérico que gradual-
mente se puede ir adaptando a un ejemplo particu-
lar reaccionando a los elementos interactivos tales

como campos de texto, controles de deslizamiento o
desplazamientos de componentes activos dentro de
graficos sin tener que cargar otra pagina o recurrir a
programas externos. Con esto se consigue que lo que
inicialmente se muestra como un ejemplo tipico o
geneérico, eventualmente se va modificando y espe-
cializando bajo demanda, de manera tal que termina
siendo un ejemplo muy especifico, que fue construi-
do in-situ con la intencion de resolver las dudas que
fueron surgiendo en el camino.

El temario del curso se agrupa en modulos de
manera que los contenidos son mads enfocados en
los aspectos relevantes de cada tema y hay una guia
didactica de actividades para acompafiar el proceso
de enseflanza-aprendizaje. Por otra parte, también se
ofrece la posibilidad de libre exploracion sin estar ata-
do a un tema en particular, en donde la herramienta
puede ser usada a voluntad para experimentar, explo-
rar y descubrir patrones.

B. Método de los elementos finitos

Para fijar ideas desarrollaremos brevemente el
caso de la solucién con MEF de la ecuacion de ca-
lor 2D sobre un elemento triangular ABC con coor-
denadas: A[J] B[:]]-C[g:ggégi;], de un material con pro-
piedades isotropicas constantes de difusion térmica
Q=KX=Ky =1, con condiciones de temperatura en sus

vertices: ¢, =10, ¢ .= 10, ¢, = valor por determinar.

Fig. 1. Disposicion del tridangulo empleado como ejemplo de aplicacion del
MEF.

Presentamos primero la teoria que suele darse
en clase [10][11][12][13] y enseguida la aplicaremos
al ejemplo desarrollado con la intencién de mostrar
también lo que la herramienta educativa propuesta
ofrece en esta etapa de desarrollo.

La forma fuerte de la ecuacioén de calor 2D, la
incognita principal es ¢:

- By WYYy | D gy, AB(xy)
0=0Qxy)+5 (Kx = )+Oy(f(y s )

(h
Los flujos, son incognitas secundarias:
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x  ax
APx)

[‘h’ (e _
qy(x.¥)

K AP(xy)
_Hy
(23
Las condiciones de contorno:
a0 = a0, U 90,
3)

0 =004 N30,
4)

& = D,v(x,y) € Ay
(5)
Vi = §,¥(x,y) € 41,
(6)
La forma debil obtenida por residuos pondera-

dos de la ecuacion de calor 2D:

0= [ W(y)Q(x,y)d+ [, W(x,y)V-

ey | A0

b (x,y)
K, —
[ * ax

Y ay

W (5, 9)(® = Dony + W) - Don,

(7)
Se puede aplicar integracion por partes en el

producto de W por la divergencia del negativo de los

flyjos: X, ml

ix
apixy)
K= ¥
(8)

J’n-W(x. y)v-

P(xy)
x [i
=,V (W(x_y) * [K PR )dil —[IW(xy)
2

ay

Adxy]]
dx
P (xy}

¥ ay

Se logra una simplificacion adicional aplicando
el teorema de la divergencia en el término respectivo:

x

df (8)

ap(x,y)
a. -
L7 Wiy« 2 svy| |42 =G 0 [ WX )+
ay
IP(x,y)
L
K 20 daq (9)
¥y Ay

Se toma una particion del dominio 2D en ele-
mentos. El elemento mas sencillo es el triangular, por
eso es el primero que se estudia. Entonces, conside-
rando que en las fronteras de los elementos interiores
se anulan mutuamente los flujos inter-elementales
desaparecen algunos términos y la ecuacion de calor
para cada elemento queda:

0= [eW(xy)Qx.y)d0® = [, VW(x.y)-
e (xy)

Kx 0 dx
[0 Ky] sz [ 40°

dy

(10)

En cada elemento se definen nodos y en esos
nodos se definen funciones de interpolacién cono-
cidas como funciones de forma tales que valen O en

todos los nodos excepto en el nodo de definicion, en
donde valen 1. Tales funciones pueden definirse di-
rectamente en el dominio del problema usando lo que
se conoce como coordenadas cartesianas o pueden
definirse en un dominio normalizado usando lo que
se conoce como coordenadas naturales. Una venta-
ja de usar un dominio normalizado es que unifica los
célculos que ya no tienen que ser particulares para
cada parte del dominio y ademas se gana la posibi-
lidad de emplear mas adelante cuadratura Gaussiana
con valores conocidos tabulados. El precio a pagar es
que hay que hacer una transformacién de coordena-
das por cada elemento y calcular la distorsién del es-
pacio causada por tal transformacion.

Las funciones de forma en el dominio normali-
zado para un triangulo con nodos en los vértices:

Na§m)] 1—-¢-n
Ne(6.m) n
(1

La transformacién de coordenadas esta dada
por combinaciones lineales de funciones de forma:

SN M, [
bl= [EMG.E);;] “ba v ¥l [ﬁ”} -
[{1—{—n)x,,+{xs+nx,:] ‘(|2]
(=& —mys+&ye +nyc

La distorsion del espacio causada por la trans-
formacion se captura en la matriz Jacobiana:

dx Ay
_|?¢ a¢
J “lax oy

a a
EEkak EEN}(J}R

— a a
2oMx, XNy

gy dn a9 an

%N,‘ %NR %.NC X4 Ya
; [ (13)

X
i 2 2w\ o
10 0 axl g
A B 3,7 c Yc

Aplicando la regla de la cadena:

a dx dy d
=N = =l=m™
as " K _lag  ag||ax"k
ad “lox o d
=N | |= =Z|[=M
on on an| |9y
(14)

Si la matriz Jacobiana es invertible:
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ax ay1" lro d

= 2 M) [~

a§ 9% ¢ _lox

ax dy a I

i — Ny 3"3Vk

n an an dy
(15)

Aplicando la matriz Jacobiana inversa a las de-
rivadas de las funciones de forma definidas en cada
nodo en los desarrollos de la regla de la cadena se
puede definir la matriz siguiente:

INg ONg ONg N4 dNp dNg
B = dx dx ax | _ 3_1 ag a¢ a&
=law, ang ane| =T AN, ONg ONg
dy ay dy an an an

(16)

Volviendo ala ecuacion de calor, para aplicar las
funciones de forma en cada elemento del dominio se
emplea el enfoque de Galerkin:

W(xy) = N(xy)
(17)

Entonces la ecuacion de calor queda expresada
en términos de las funciones de forma para un nodo
k:

Joe Mie (6 Y)Q(x, y)dO =
AP (x,y)

e Nk [Kx 07 ax
fﬂe [ dx ay ] I 0 Ky] aP(xy)
ay

doe (18)

La incognita ¢ también se puede
expresar como combinacion lineal de las funciones
de forma:

CD(X, y) = ZM{ (fr U)ﬁbk
(19)
Como sus derivadas aparecen en la ecuacion de
calor se pueden sustituir:

a 2

x| | TNk
a = ] —
5‘:‘5’ E;Nk‘pk

dx

(20)

ay

Entonces apilando las expresiones de la ecua-
cion de calor para cada nodo queda expresada ma-
tricialmente en términos de las funciones de forma y
sus derivadas:

Joe N QdQ? = [ BTDBAQC P
(21)

La integracion se efectua mediante cuadratura
Gaussiana:

Z:ac Npc-‘i Q|d6’fjpcy|wpcy -
g

(Zpag ;B;)—cg DBMH |deEJch |Wpcy) ¢

Esto lleva a un sistema de ecuaciones que toda-
via se podra simplificar tomando en cuentas las con-
diciones Dirichlet o Neumann. Forzosamente debe
haber una condicion Dirichlet al menos para eliminar
singularidades en la matriz de coeficientes del siste-
ma.

(22)

Fe = K°®
(23)

C. Aplicacion de la herramienta para resol-
ver el ejemplo

Con el modulo de solucion de la ecuacion de
calor con MEF cargado, el usuario elige por medio de
un menu desplegable el tipo de problema que quiere
explorar. En nuestro ejemplo se elige un tipo de pro-
blema de 2 ejes:

Fig. 2. Eleccion del tipo de problema aplicacion del MEF.

El usuario define por medio del teclado en un
campo de texto la geometria (ubicaciones) y topo-
logia (conectividades) y los tipos de elementos del
problema por medio de una sintaxis que el mismo
programa le va ensefiando a usar; simultdneamente,
el programa le va mostrando de manera inmediata el
resultado grafico de lo que va escribiendo en el cam-
po de texto. Si la orientacién de algun elemento no es
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la correcta para emplear MEF se le indica por medio
de un mensaje de texto en pantalla y de manera gra-
fica con sefales visuales como colores y patrones de
lineas entrecortados.

[DIMENSIONES_DEL_PROGLEMA: 2
HUMERD_DE_PUNTOS_MODALES: 3
WUnERG_TOTAL_DE_ELEMENTOS: 1

HUrERC_DE_ MATERIALES: 1
TIPO_DF_FLFMENTOS_FH_LA_MALLA: | THEALFS

FLEMERTOS ¥ _(OWEC TTVIDADES

NLI{‘!E_Q[ I: [PEN"EE 1132
HUMERC_DE_ELIMENTOS_TR33:
HUMERU_DE_ELEMENTUS_QUEM::
HUrERC_DE_ELEMENTOS_TEQS:
HUMERD DE_ELEMENTOS HEQB:
HUMERC DE_ELEMENTOS_PRIG:
HUMERD DE_ELEMENTOS FYas:

cosoo=o !

TRASS_WELEMENTO(MATERLAL Y CONEC TIVIDADES
1 1 1

Fig. 3. Definicion de la geometria y topologia del problema..

También se puede usar el dispositivo tactil o
mouse para manipular asas virtuales para modificar
las formas o las posiciones de los objetos; éstas se re-
presentan con puntos circulares gruesos coloreados
v el puntero del mouse cambia de forma a manera de
retroalimentacion para indicar que la capacidad de
manipulacion por medio de asas esta activada o des-
activada:

Fig. 4 Figuras manipulables mediante asas virtuales.

El usuario puede avanzar en un procedimiento
paso a paso hacia adelante o hacia atras o ver un des-
pliegue completo de las cuentas, asi como aumentar
o disminuir el nivel de detalle; todas las cuentas se ac-
tualizan dindamicamente, incluyendo reacciones a las
manipulaciones de asas virtuales o modificaciones al
texto que define la geometria y la topologia, permi-

66 0000000000600 060000006000086000008000080060 506600680 00008008000006006000000000000000000000000000000000000000s
tiendo estudiar patrones o revisar el buen avance de
implementaciones propias. Esto constituye la parte
medular de este trabajo ya que incrementa la claridad
en la exposicion del tema reduciendo asi las dudas
que por experiencia surgen rutinariamente de gene-
racion en generacion tales como: jde que tamanio son
las matrices?, sen queé puntos debo evaluar las fun-
ciones de forma?, ;como se calcula el Jacobiano?, jes
un Jacobiano por elemento o por nodo?, jen donde
se evalua?:

para cada elemento

p..l £ = mh0.0) + £{1.0) + 0i0.9511)]
" [l £ n)0.0) + £(0.0) + n0308) |

para cada punto de integracion

Niftomiw] iy ; i ~TatIn —Batus
N s TaA+E0 =Fa+ o

(o) & (100 (0094 (00) ] _[ (109 (o)
0} + (0.0511) _||:-.u]+[u.mjl i I{u.usu; :-unn]]

Aot T ) = (=(00 (= (0.0) + )+ (0L0))(— (L0 + (0.9511))

7o 1 [% -'12_‘] Inﬂk linmu :n-n:] In-nr (0.0
padmr = BN |-u,| F— o300) |(—nesi1) (Lo}~ [(—3ovv) (33381))

e —

AR
0 REREREERRERRRERS

N0.3333, 0.3333)
N3(0.3333.0.3333)

0 AT |'1m1.nmmua:ur

F oSN, QldetT, s, ~ (003200000 | (1)]0.306)(0.5) ~ | 0.05150283333299393
Py (LB = E S SRR R R |_(I_(15 283333333333

il

0.0TOI9FABORRETOG02 007914360
1.6 SOO54536 1 TER4T — L S3ARATEIET T
5 PERTTE 181 AISSHIRETITS
K¢ =F
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Fig. 5. Despliegue completo de los célculos paso a paso.

El programa permite procesar mallas mas so-

fisticadas incluyendo elementos de tipos distintos y
facilita comprender su ensamble en la matriz global..
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Fig. 6. Ejemplo de una malla con distintos tipos de elementos y su posiciéon
relativa en el ensamble global.

III. CONCLUSIONES

La plataforma de software propuesta ofrece
capacidades interactivas que brindan flexibilidad y
versatilidad para exponer dindmicamente contenido
educativo. El beneficio es evidente en el salén de cla-
se pues el docente puede ofrecer ejemplos variados
a sus alumnos siguiendo un temario y también fuera
del saldon de clase ya que permite explorar ideas a rit-
mo propio y descubrir patrones que pudieran haber
quedado ocultos en una primera aproximacion a los
temas. Constituye ademads una referencia ajustable
para orientar implementaciones propias que suelen
encargarse en cursos como los del Método de los Ele-
mentos Finitos.
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