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UN NUEVO 
ANALIZAR 

METODO GRAFICO-ANALITICO PARA 
EL FENOM ENO DE RESONANCIA 

El trabajo que a continuación se expone, fué desarrollado con la 
idea de obtener un método sencillo y fácil de comprender el análisis del 
fenómeno de resonancia y respuesta en frecuencia. Más aun, dicho mé­
todo debía reunir las características de exactitud; como luego se podrá 
ver, el método ofrece una exactitud del 100%. No ha sido necesario 
hacer ninguna aproximación, siendo esta la principal ventaja sobre otros 
métodos. Otra ventaja es que los problemas a resolver utilizando dicha 
metodología son fáciles de programar en un lenguaje de computación 
digital, tal como el FORTRAN. 

El método se desarrolló para exponerse en la clase de "Circuitos 
Eléctricos I", de la Universidad Centroamericana "José Simeón Cañas" y 
así cubrir en una forma más o menos extensa el fenómeno de la reso­
nancia. 

Las aplicaciones de esta metodología son amplias, como por ejem­
plo: Diseño de Amplificadores Electrónicos, Sistemas Radioreceptores, Sis­
tema Radiotransmisores, Antenas, Respuesta en Frecuencia de Sistemas 
de Control, etc. 

EXPOSICION DEL METODO: 

Consideremos un circuito serie RLC al cual se le aplica una fuente 
de voltaje alterno y de frecuencia variable (Figura l.) 

FIGURA 1 

~~~--ll 

y✓ ··-···- 1 
___________ T c. 

rq l 

La expresión de la función de admitancia de este circuito a una 
frecuencia cualquiera W, expresada en la forma cartesiana es: 

1 
Y(jw) = ------

1 
R + jwl - j-­

wc 

en donde j = v-:i- (1) 

El autor es Ingeniero Electricista e Ingeniero Industrial por la Universidad de 
El Salvador, realizó su estudios de post-graduado en Inglaterra en la especialidd de 
Control Automático. 

Actualmente es profesor de las materias: Circuitos Eléctricos 1 y 2, Control Auto­
mático y Mediciones Eléctricas. 
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jw 
multiplicando el nwnerador y denominador por--, obtenemos: 

L 

Y(jw) =---------
R 2 jw 

{ L) jw + (jw)2-j wcL 

1 jw 
(2) 

2 R 1 

L (jw) + { iJ jw + LC 

El denominador de esta fracción se puede expresar en forma factoreada 
en función de las raíces de este polinomio de segundo grado. Para obtener 
las raíces igualamos el denominador a cero: 

2 R 1 
(jw) +{-) jw + -- = O 

L LC 

luego las raíces serán: 

r 
1,2 

R 

L 

2 

4 

LC 

R R2 1 ½ 
( ---) (3) r =-- + 

1 2L 4L2 LC 

R + ( RZ 

-~- 4L2 

y 

R R2 1 ½ 

(---) r=----. 
2 2L 4L2 LC 

_!__) ½ 
LC 

(4) 

Estas raíces dependiendo de los valeres de R,L y C, pueden ser: 
reales iguales, reales desiguales o complejas conjugadas. 

RZ 1 
Si tendremos raíces reales iguales; 

4L2 LC 

RZ 1 
Si > tendremos raíces reales desiguales; 

4L2 LC 

R2 1 
Si <-- tendremos raíces complejos conjugadas, 

4L2 LC 
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Expresando la ecuación (2) en función de las raices, obtenemos: 

1 jw 
Y(jw) =·-----::-,. ----------------------------- (5) 

,i. [1•+.: +( :- ~)"}J[ .. -¡. :-,:-.~)"f] 
o también: 

1 jw 
Y(jw) = -. ------­

(6) 

L (jw - r ) (jw - r ) 
1 2 1 

En la ecuación (6) el término - es una cantidad real y constante; 
L 

el término jw es un número imaginario que en el diagrama de Argand se 
representa por un vector sobre el eje imaginario y que va desde el origen 
hasta el punto W. El término (jw-r ) es un número que puede ser: real, 

1 
imaginario o complejo, que en el diagrama de Argand se representa por un 
vector que va del punto r al punto jw, ya que es el vector düerencia 

- - 1 (ojw-or) Similamente (jw-r) 
1 2 

Localizando las raíces en el diagrama de Argand y analizando los 
tres casos que pueden suceder, obtenemos los siguientes diagramas: 

FIGURA 2 

rna;inal'To 1mog1 ... 10 

, ... 

1 

l .i r..,.. ...,. e igualo& 

Luego la ecuación (6) la podemos escribir de la siguiente forma, si 
expresamos los vectores en forma exponencial. 

j900 
1 we 

Y(jw) = -. -------­
L jA 

(7) 

1 

Me Me 
1 2 

en __ donde M es la magnitud y A es el ángulo medido en sentido postivo. 

1 • W j(90º-A -A ) 
.:. Y(jw) = -. ---- e 1 2 

L M M 
(8) 

1 2 
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La magnitud de la admitancia es 
w 

1 Y(jw) 1 = ---
LM M 

1 2 

y el ángulo de admitancia es 
X(jw) = 90° - A -A 

1 2 

(9) 

(10) 

Para determinar la magnitud de la admitancia, basta con medir las 
magnitudes M y M con una escala graduada. Debemos tener cuidado de 

l 2 

utilizar la misma escala en el eje real como en el eje imaginario en el 
diagrama de Argand. Luego efectuamos la operación indicada por la 
ecuación (9). 

Los ángulos A y A los medimos con un transportador• y el ángulo 
1 2 

de admitancia lo determinarnos a partir de la ecuación (10). 
Debemos tener el cuidado al calcular los valores para W = O, de 

considerar la frecuencia, de magnitud cero pero sobre el eje imaginario 
( angulo de 90°). 

Luego calcularnos j Y(jw)i y X(jw) para diferentes frecuencias, des­
de W=O hasta W= CX); estos datos los tabulamos en la forma siguiente: 

FIGURA 3 

Con los datos de esta tabulación, podemos obtener diversos gráficos 
de interés para nosotros tales como: 

a) gráficos del valor absoluto de la admitancia contra la frecuencia 
y del ángulo de adrnitancia contra la frecuencia (diagramas de Nyquist). 
Figura 4 

FIGURA 4 

b) gráficos del valor absoluto de la admitancia contra el logaritmo 
de la frecuencia y del ángulo de admitancia contra el logaritmo de la fre­
cuencia (Diagramas de Bode). Figura 5 

• El trabajo se simplifica grandemente si utilizamos una regla espiral. 
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FIGURA s· 

jYCjwJj x(¡w) 

Y• 
__ ,_ ____ ..... 90° 

1 
1 
1 
1 

f 1 
1 
1 
1 
1 
! 

- l_q 
~ "'· lag w 

e) diagrama& polares de la función de admitancia. 
Figura 6 

FIQURA 6 FIGURA 7 

Eld iagrama polar de la función de admitancia (Fig. 6) es un gráfico 
de gran utilidad en el análisis de circuitos en resonancia. Conviene seña­
lar que este gráfico es un círculo, lo cual podemos comprobar fácilmente, 
si compararnos la función de ¿!dmitancia con la ecuación polar del círculo. 
(Ecuación 11) 

. r = 2Rcos.(B-A) 
Delilostraci6n: 

1 

(11) 

2 1 
Si demostramos que IYI = - cos X ó 

R 
tY! = - cos X, luego el dia­

R 2 

grama polar será un círculo. 

Fa:ribem01 la forma polar c;le la 8':Wlción (1) 
(12) 

1 
y= ---------

[ 11'"+ (wt - :e ) T '----- ta_n_-_-_ -_ --R===-

{ wL --
1 

.) 
en donde X (jw) = - tan -1 wc 

R 
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El valor absoluto de la adrnitancia es: 
1 

IYI = -------

Y, elevando al cuadrado para eliminar la raiz cuadrada tenemos que: 

1 1 
¡y¡2 

Ahora demostraremos que, en la ecuación (14), 
1 

---------- = cos2 X 

(wL - _1 )2 
wC 

1 +----­
R2 

En efecto: 
1 

1 )2 
(wL--;; 

1 +------
RI 

1 

1 + tan2 X 

ya que (-tan X)2= tan 2 X = 

1 1 

1 + sen2 X cos2 + sen2 X 

cos1X cor'X 
puesto que sen2 X + cos2 X = 1 

R 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

Con lo cual queda demostrado que el diagrama polar de la 1unci6n 
de ·admitancia es un semicírculo. 

Fácilmente, podemos determinar 
corriente, si consideramos que: 

la respuesta en frecuencia de la 

VjAv 
1 1 Al=_-_-_-_ 

- ZIAz 

(17) 
expresados en la forma polar (A: ángulo asociado) 

Si tomamos el voltaje como referencia, Av= 0°; luego la ecuación 
(17) se puede escribir 

VI__Q:__ 
I j AI = -- (18) 

z IAz 
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1 1 (19) 
y como y 1 X en donde 1Yl=-yX=-Az 

Z I A z ¡z¡ 
y la ecuación, (18) 

' . • • ,l 

11 AI= Vi Oº. y ¡~ 
=-VY!~ en donde 1 I 1 = 1 VY I y AI = X (20) 

. Por consiguiente los gráficos de corriente se pueden obtener multi-
plicando el valor absoluto de la admitancia por el voltaje y haciend_o el 
ángulo de comente, con respecto al voltaje, igual al ángulo de admitabcia. 

V 
El diagrama polar de la cot'tiente será un círculo de diámetro - . (Ver fi-
gura 8). R 

FIGURA 8 

ReapuHta en frecuencia de UD circuilo serie RL. 
Consideremos un circuito serie RL al cual se le aplica una fuente 

de voltaje alterno y de frecuencia variable, (Ver figura 9). 

FIGURA 9 

1 free. ·11aNble 

La función de admitancia para una frecuencia cualquiera es: 
'1 

Y(jw) = ---- Dividiendo entre L esta función tenemos que (21) 

Yijw) = 

jwL + R 
1 

L 

R 
jw + -

L 

1 1 
- (22) 
L 

jw -(- :) 
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1 1 R 
o también Yüw) = -.---endonder = - - (23) 

L jw-r 1 L 
1 1 

En la ecuación (23) podemos ver que - es una cal\tidad real y po-
L 

sitiva; el numerador es una cantidad real de magnitud uno y el denomi­
nador es un número que puede ser: real, imaginario o complejo; que en 
el diagrama de Argand se representa por un rector que va del punto r 

1 --al punto jw, ya que es el vector diferencia (ojw- or ), (Ver figura 10). 
1 

FIGURA 1 O FIGURA 11 

Luego la ecuación (23) la podemos representar en la siguiente forma: 
1 1 (24) 

Y(jw) = -. ---
L M ejA 

1 1 

en donde M es la magnitud y A es el ángulo medido en sentido positivo. 
1 1 

1 - jA 
.~. Y(jw) = - e 1 

LM 
1 

1 
... 1 Y (jw) 1 = - (26) y 

LM 
1 

X(jw) = -A 
1 

(27) 

(25) 

El diagrama polar de admitancia es un semicírculo,. esto se puede 
demostrar en igual forma que para el circuito RLC. 

Los puntos críticos se determinan a continuación: 
La admitancia en la forma polar está dada por la ecuación: 

1 1 -1 wL 
Y(jw) = ------ - tan -

[R2 + (wL>2]½ R 
(28) 

cuando W=O 
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1 1 
i Y(jo) 1 = lim -----

w -,-o [ R2 + (wL)2 J ½ [R2 + {~,. :L r-1 2h 

1 

R 

X(jo) = lim (-A) = - 0° 
A ->O l 

1 

cuando W= xi 

1 
: Y(joo) ! = lim 

w -111 oo[ R2 + (wL)2]½ 

X (joo) = lim (-A) = - 90º 
1 

A-> 90° 
1 

1 1 

[
R2 + (lim :L)2] ½ lim wL 

W-> Vlr ·> 00 

((29) 

(30) 

(31) 
o 

(32) 

Y por lo tanto el diagrama polar será un semicírculo situado en el 
i;;emiplano inferior del plano Y. (Ver figura 11). 

Los gráficos de corriente los podemos obtener fácilmente, en forma 
similar que para el circuito serie RLC. A esta altura, conviene señalar 
que sí la fuente es de corriente, pueden obtenerse gráficos de voltaje. 

Respuesta en frecuencia de un circuito serie RC 

Consideremos el siguiente circuito: (ver figura 12). 

Y(jw) = 

Y(jw) 

o también 

FIGURA 12 

~ 

r 'VVVV' 
1 

1 

ue• •e oe 
101 :a 1t- .i. ·~rr, { 
~- Jt:''lCI<> 1.1,n::w1e 

_J__ 
/'T', 

____J 

FIGURA 13 

LT 
r _J_ o 
• RC 

jw 
multiplicando por --

1 R 
R+ 

jwC 

jw 

R 1 jw 
-

1 R 1 
jw+- jw - ( -ic ) RC 

{33) 

(34) 
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Y(jw) 
1 jw 

R jw - r 
1 

1 
€n donde r = - --

1 RC 

representando los términos de esta ecuación en el diagrama • de Argand 
(ver figura 13), podemos escribir la ecuación (35) como 

1 we j90º 

~~=~---- ~ 
R M ejA 

1 1 

Y( . ) W j(90°-A) (37) 
JW = --- e 1 

RM 

[ (Y(jw) [ 
w 

RM 
y X (jw) = 90°-A (38) (39) 

El diagrama polar de la función de admitancia es un semicírculo. 
Los puntos críticos se determinan a continuación: 

Cuando W = o 
1 w 

¡ Y(jo) ! = lim = lim 

W·••r R' +' ~r r W->O [ 
w2R2 + (rr 

X(jo) 

lim W 
W-> O 

[ 
1 2]½ 

lim W2 R2 + (-) 
w -, o e 

lim (90°-A) 
1 

A-, O 

90 - lim A = 90º 
1 

A-> O 

cuando W = f"Y:;; 

1 
: Y(j oo) l = lim 

W-> 00 

X (j oo) = lim (90°-A) = 90° - lim A 
1 1 

A -, 90 A -> 90 
1 

o 
o 

1 

e 

1 

90° - 90° 

(40) 

(41) 

(42) 

R 

(43) 

Luego el diagrama polar de la admitancia es un semicírculo situado 
en el semiplano superior del plano Y. (Ver figura 14). 
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FIGURA 14 

1. 8 

~w aumentan:to 

----

·¡\ 
1 ' \ 

' ' .,,,,,,-,,/' 

------

, 
/ 

pla.no y 

-w:m 

~--¿ 
I 

I , 

FIGURA 15 

• Irragil'lilrio 

1 

A'' Jo 

El método que hasta hasta ahora se ha expuesto es también ade­
cuado para la obtención de gráficos de admitancia, corriente, voltaje etc. 
para variación de cualquiera de los parámetros del circuito (R, L ó C). 

Circuito RC: capacitancia variable: 

La función de admitancia es: 

1 
Y(c) = ----

1 
R+ 

jwC 
1 jwC 

R 

o también 

1 jwc 

jwC 

jwC + 1 

1 

R 

1 

jwC 

jwC + 
R 

(44) 

Y(c) = ---- en donde r =--= y el cual será siempre (45) 
R jwC - r 1 R 

1 

una cantidad real. 
Representando esta última ecuación en el diagrama de Argand (ver 

figura 15) podemos escribir la ecuación anterior así: 

Y(c) 

i90º wC .i(90º - A) 
1 wC e· 1 

R M ejA 
1 1 

wC 

---e 
RM 

.. ; y (c) ! = (47) y X (c) 
R.M 

1 

y los puntos críticos están dados por: 

• Y (o) 1 = lim 
wC _, o 

wC 
--=0 

RM 

(46) 

90°-A (48) 

(49) 
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X(o) = lim (900 - A) = 9()0 (50) 
A ->O l 

1 

wc 1 
i Y ( oo) 1 = lirn (51) 

wC ->oo RM R 
M->oo 1 

1 

X ( oo) = lim (900 - A ) = Oº (52) 
A-> 90° 1 

1 

Y el diagrama polar cie adrnitancia es un semicírculo situado en 
el semiplano superior del plano Y. (Ver figura 16) 

FIGURA 16 

'1 

' / ' / ..... ______ _ 
I 

I 

I 

,;¡ , 

FIGURA 17 

Circuito RL: inductancia variable. 
La función de admitancia es: 

1 1 
Y(L) = -

jwL + R jwL -(- R) 

1 
en donde r - - R -

jwL - r l 

1 

Localizando en el diagrama de Argand (ver figura 17) 
T ,uego podemos e!'.cribir la ecuación (53) como 

Y(L) = 

:. 1 Y (L) i 

1 

M ejA 

1 

M 

1 

1 "A 
e .l 

- 1 

M 

(56) y X(L) = A 

los puntos críticos están dados por: 

1 1 
1 Y(o) ! = lim 

M -> R M R 
1 1 
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(53) 

(54) 

(55) 

(57) 

(58) 
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X(o) = lim A1= O 
A1-1110 

1 
IY(oo)I = lim - = O 

M..,,oo M1 

X ( oo) = lim A1 = 90c 
A1-> 900 

(59) 

(60) 

(61) 

Luego el diagrama polar de la función de admitancia será Wl semi­
círculo localizado en el semiplano inferior del plano Y. (Ver figura 18) 

V(c) 

JB 

I 
I 

FIGURA 18 

----- Plano Y ,, .... .,, .... .,, ' 
/ '\ 

\ 
\ 
\ 

L=oo_+---------+'~L_=_o_~ 
1 
R 

1/ 
L aumentando 

Circuito RLC: capacitancia variable. 
La función de admitancia es: 

1 
multiplicando por 

jwC 

1 
(R + jwL) + -

jwC 

R + jwL 

jwC 

R + jwL 

1 
jwC + ----

R + jwL 

1 jwC 

R + jwL 1 
jwC-(--) 

R + jwL 

1 jwc 

R + jwL jwC - r 
1 

(62) 

(63) 

(64) 

1 
endonde r = - ----

1 R + jwL 
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Interpretando gráficamente, la ecuación (63), en el q.iagrama de Ar­
gand, obtenemos: el término R + jwL es un vector que va del origen al 

1 
punto (R, jwL), cuya magnitud es M y su ángulo A El términu-------

1 1 R + jwL 
1 

es el inverso del vector anterior, luego su magnitud será - y su ángulo 
M 

1 1 

-A .. y - ---- equivale a desfasar 180° el vector, y obtendremos el vec-
1 R + jwL 

1 
tor cuya magnitud es - y el ángulo será de 180°-A .. 

M 1 
1 1 

El término jwC - (- ----) será el vector dirijido del extremo 
R + jwL 

1 
del vector(------) al pnnto wC este vector tiene de magnitud M 

R + jwC 
y ángulo A . (Ver figura 19) 

2 

FIGURA 19 FIGURA 20 

' .._ 1.. (l 

Luego la ecuación (63) ó (64) la podemos expresar como: 

Y(c) = 
1 wC ei90º 

M ejA 
1 1 

wC 

Me jA 
z 

2 

j(~Oº-A - A ) 
----e 1 2 

MM 
2 1 

wC 

2 

l ( 
e 

(65) 

(66) 

1 Y(c) 1 -- (67) 
MM 

1 2 

y X(c) 90° - A - A 
1 2 

(68) 
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Los pntos críticos los obtenemos: 

cuando C = o 

j Y (o) 1 = lim 
e-o 
W-> O 

wC 

M M 
1 2 

X(o)=lim (90°-A-A) 
C-> o i 2 

A -ll -A 
2 1 

cuando c = 00 

o 

90° - A + A =90° 
1 1 

wC 
i Y ( oo) 1 = lim 

y como M = wC 
2 

C -> oo M M 
wC -> oo 2 

M -> oo 
2 

lim 
M -> 00 

2 
M M 

2 

X ( 00) = lim (90° - A -A ) 
C->oo i 2 

A -ló 90° 
1 

1 

M 
1 

90º - A - 90° 
1 

(69) 

(70) 

(71) 

(72) 

-A (73) 

Luego el diagrama polar de admitancia será un círculo como indica 
la Fig. 20. 

En general, después del análisis que hemos hecho, podemos concluir 
que para hacer el gráfico de la función de admitancia, en el diagrama de 
Argand, y obtener la función de admitancia expresado en función de mag­
nitudes de vectores y ángulo~ asociados, debemos expresar la función de 
admitancia en una forma tal e-orno: 

f(v) 
Y (v) = K.-----­

(v-r ) (v-r ) 
1 2 

en donde v es la variable 
k es una constante 
f(v) es una función de v 
r es una raiz. 

1 

Este método es aplicable a circuitos en paralelo, pues como sabe­
mos, la admitancia de ramas su paralelo es igual a la suma de las admi­
tancias de cada rama y para obtener el gráfico de admitancia total basta 
sumar el gráfico de admitanc·;a de cada rama. 

Ing. René Mauricio Núñez Suárez 
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